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bipotentiels
G. DE SAXCÉa, C. VALLÉEb, M. BULIGAc
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Résumé :
Basée sur une extension de l’inégalité de Fenchel, la théorie du bipotentiel permet, en articulation avec le calcul des
variations, de modéliser un large éventail de lois de comportement non associées. Pour une loi multivoque donnée, nous
établissons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un bipotentiel. Si cette condition simple est remplie, nous
présentons une méthode de construction du bipotentiel au moyen de recouvrements convexes par bipotentiels.
Abstract :
Based on an extension of Fenchel’s inequality, the bipotential theory allows, in connection with the calculus of variation,
to modelize a wide spectrum of non associated constitutive laws. For a given multivalued law, we establish a necessary and
sufficient condition of existence of a bipotential. If this simple condition is fulfilled, we present a method of construction
of a bipotential thanks to bipotential convex covers.
Mots clefs : contact frottant, plasticité non associée, analyse convexe
1 Bipotentiel
X et Y sont des espaces vectoriels topologiques réels, localement convexes de variables duales x ∈ X et
y ∈ Y , avec le produit de dualité 〈·, ·〉 : X×Y → R. Les topologies deX,Y sont compatibles avec leur dualité.
Nous utilisons la notation R̄ = R ∪ {−∞,+∞}. Nous noterons χK la fonction indicatrice de l’ensemble K,
nulle en tout point de K et égale à +∞ ailleurs.
Les lois de comportement mécanique des matériaux peuvent être représentées, comme en élasticité, par une
application univoque T : X → Y ou, comme en plasticité, être généralisées sous la forme d’une application
multivoque T : X → 2Y mais cette représentation n’est pas forcément commode. Son graphe, que nous
noteronsM , est une partie non vide deX×Y . Quand le graphe est cycliquement monotone maximal (définition
en Section 3), on peut la modéliser grâce à une fonction numérique convexe et semi-continue inférieurement
(s.c.i.) φ : X → R̄, appelée surpotentiel (ou pseudo-potentiel), telle que le grapheM soit son sous-différentiel
∂φ [1]. Les matériaux dissipatifs admettant un surpotentiel de dissipation sont souvent qualifiés de standard
[2] et la loi est dite de normalité, de sous-normalité ou associée. Toutefois, beaucoup de lois expérimentales
proposées ces dernières décennies, notamment en plasticité, sont non associées. Pour ces lois nous avons
proposé une modélisation commode grâce à une fonction numérique appelée bipotentiel.
Définition 1.1 Un bipotentiel est une fonction b : X × Y → R̄, avec les propriétés :
(a) b est convexe et s.c.i. en chacune de ses variables ;
(b) pour tout x ∈ X, y ∈ Y nous avons b(x, y) ≥ 〈x, y〉 ;
(c) Pour (x, y) ∈ X × Y nous avons les équivalences :
y ∈ ∂b(·, y)(x) ⇐⇒ x ∈ ∂b(x, ·)(y) ⇐⇒ b(x, y) = 〈x, y〉 . (1)
Le graphe de b est
M(b) = {(x, y) ∈ X × Y | b(x, y) = 〈x, y〉} . (2)
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Si le graphe M d’une loi est le graphe de b, nous diront que la loi (le graphe) admet un bipotentiel. En particu-
lier, à tout surpotentiel φ nous pouvons associer le bipotentiel séparable :
b(x, y) = φ(x) + φ∗(y) (3)
où φ∗ est la fonction polaire de φ obtenue par transformée de Fenchel. L’inégalité fondamentale du bipotentiel
(définition 1.1 (b)) se réduit alors à celle bien connue de Fenchel. L’introduction de bipotentiels non séparables
permet ainsi de modéliser de manière plus générale des lois de comportement non associées. Les lois admettant
un bipotentiel sont dites lois de matériaux standard implicites car la relation y ∈ ∂b(·, y)(x) est une loi de sous-
normalité mais la relation entre x et y est implicite. En articulation avec le calcul des structures et le calcul
des variations en particulier, la théorie du bipotentiel offre un cadre élégant pour modéliser un spectre varié
de lois non associées : le contact frottant([3], [4]), le modèle de Drucker-Prager non associé ([5], [6]), le
modèle du Cam-clay [7], le modèle d’écrouissage cinématique non linéaire des métaux ([4], [8], [9]), la loi
d’endommagement plastique ductile de Lemaitre [10]. Une revue complète peut être trouvée dans [7]. Pour
toutes ces lois de comportement particulières, les bipotentiels ont été construits de manière heuristique, sans
connaı̂tre au préalable les conditions à satisfaire par une loi pour admettre un bipotentiel ni un algorithme
systématique de construction de ce bipotentiel. C’est cette question que nous allons examiner.
2 Existence et non unicité du bipotentiel
Pour tout graphe M ⊂ X × Y , nous pouvons introduire les sections M(x) = {y ∈ Y | (x, y) ∈M} et
M∗(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈M} . Alors, la loi T associe à chaque x ∈ X la section M(x) et la loi inverse
associe à chaque y ∈ Y la section M∗(y). Soit une loi de comportement donnée par un graphe M . Admet-elle
un bipotentiel ? Le problème d’existence est aisément résolu par le résultat suivant :
Théorème 2.1 Etant donné un graphe non vide M ⊂ X × Y , il existe un bipotentiel b tel que M = M(b) si
et seulement si, pour tout x ∈ X et y ∈ Y , les sections M(x) et M∗(y) sont convexes et fermées.
La preuve peut être trouvée dans [11] On dit alors que M est bi-convexe et bi-fermé, ou en abrégé que M
est un BB-graphe. Ce critère simple à vérifier permet d’écarter d’emblée des lois qui n’admettraient pas de
bipotentiels. Si la loi est représentée par un BB-graphe, une question connexe est de savoir si le bipotentiel




〈x, y〉 si (x, y) ∈M
+∞ autrement
Voici alors un contre-exemple. SiM est cycliquement monotone maximal, il admet au moins deux bipotentiels
distincts, le bipotentiel séparable b défini par (3) et b∞. Pour une loi de comportement multivoque donnée,
le théorème 2.1 ne permet pas de construire un bipotentiel satisfaisant parce que le bipotentiel b∞ est d’une
manière ou d’une autre dégénéré. Nous voudrions être capable de trouver un bipotentiel b qui n’est pas partout
infini en dehors du graphe et qui, si M est cycliquement monotone maximal, restitue le bipotentiel séparé (3).
Avant de considérer le cas général des BB-graphes, nous allons traiter dans la section suivante le cas où le
graphe est cycliquement monotone non maximal.
3 bipotentiels pour graphes cycliquement monotones
Définition 3.1 un grapheM est cycliquement monotone si pour tout entierm > 0 et toute famille de couples
(xj , yj) ∈M, j = 0, 1, . . . ,m,
〈x0 − xm, ym〉+
m∑
k=1
〈xk − xk−1, yk−1〉 ≤ 0. (4)
Un graphe cycliquement monotone M est maximal s’il n’est pas strictement inclus dans un autre graphe
cycliquement monotone.
Si un graphe cycliquement monotone M est maximal, il admet un bipotentiel séparé de la forme (3) et M =
M(b) = ∂φ. Si le graphe n’est pas maximal, suivant un théorème du à Rockafellar ([12], [1]), il existe un
surpotentiel φ tel que M ⊂ ∂φ mais M 6= ∂φ. Le graphe du bipotentiel (3) n’est donc pas M . Par contre, on
peut montrer que ([13], [11])
Théorème 3.2 Soient b1 et b2 deux bipotentiels séparables associés respectivement à des fonctions convexes
et s.c.i. φ1, φ2 : X → R̄, c’est-à-dire que :
bi(x, y) = φi(x) + φ∗i (y)
pour tout i = 1, 2 et (x, y) ∈ X × Y . Considérons les assertions :
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(i) b = max(b1, b2) est un bipotentiel et M(b) = M(b1) ∩M(b2).
(ii’) Pour tout y ∈ Y tel que φ∗1(y) < +∞, φ∗2(y) < +∞ et pour tout λ ∈ [0, 1], on a
(λφ1 + (1− λ)φ2)∗ (y) = λφ∗1(y) + (1− λ)φ∗2(y) (5)
(ii”) Pour tout x ∈ X tel que φ1(x) < +∞, φ2(x) < +∞ et pour tout λ ∈ [0, 1] on a
(λφ∗1 + (1− λ)φ∗2)
∗ (x) = λφ1(x) + (1− λ)φ2(x) (6)
Alors le point (i) est équivalent à la conjonction de (ii’) et (ii”).
Pour un graphe cycliquement monotone non maximal, on peut utiliser ce résultat de la manière suivante. Le






〈xk − xk−1, yk−1〉
}
+ φ(x0), (7)
où x0 et φ(x0) sont fixés arbitrairement et le ’sup’ est étendu à tout m > 0 et tous couples (xk, yk) ∈ M,k =
1, 2, . . . ,m. Parce que la loi inverse est aussi cycliquement monotone, on peut appliquer une fois encore la
construction de ce théorème en inversant le rôle de x et y, ce qui donne la fonction :
ψ(y) = sup
{
〈xm, y − ym〉+
m∑
k=1
〈xk−1, yk − yk−1〉
}
+ ψ(y0), (8)
telle que M ⊂ ∂ψ∗. Lorsque M n’est pas maximal, φ et ψ∗ sont en général des fonctions distinctes [14],
comme on pourra le vérifier d’ailleurs sur l’exemple de la section 5. Au moyen de (3), on construit alors les
bipotentiels séparés b1 associé à φ et b2 associé à ψ∗. Après vérification des conditions de (ii’) et (ii”) du
théorème 3.2, on détermine b = max(b1, b2) tel que M = M(b) = ∂φ ∩ ∂ψ∗.
4 Recouvrements convexes par bipotentiels
Soit Bp(X,Y ) l’ensemble de tous les bipotentiels b : X × Y → R̄.
Définition 4.1 Soit Λ un ensemble non vide quelconque et V un espace vectoriel réel. La fonction f : Λ×V →
R̄ est implicititement convexe si pour deux éléments quelconques (λ1, z1), (λ2, z2) ∈ Λ × V et pour deux
nombres quelconques α, β ∈ [0, 1] avec α+ β = 1 il existe λ ∈ Λ tel que
f(λ, αz1 + βz2) ≤ αf(λ1, z1) + βf(λ2, z2) .
La définition suivante généralise la notion de recouvrement lagrangien bi-implicitement convexe (b.i.c.)
[15].
Définition 4.2 Un recouvrement convexe par bipotentiels d’un graphe non vide M est une application λ ∈
Λ 7→ bλ défine sur Λ à valeurs dans l’ensemble Bp(X,Y ), avec les propriétés :
(a) L’ensemble Λ est un espace topologique compact non vide,
(b) Soit f : Λ×X × Y → R̄ la fonction définie par
f(λ, x, y) = bλ(x, y).
Alors, pour tout x ∈ X et tout y ∈ Y , les fonctions f(·, x, ·) : Λ × Y → R̄ et f(·, ·, y) : Λ ×X → R̄
sont s.c.i. sur les produit d’espaces Λ× Y et Λ×X munis de la topologie standard,




(d) avec les notations du point (b), les fonctions f(·, x, ·) et f(·, ·, y) sont implicitement convexes au sens de
la définition 4.1.
A ce propos, il est utile de faire les remarques suivantes.
3
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Remarque 4.3 Si un recouvrement convexe par bipotentiels λ ∈ Λ 7→ bλ est tel que pour tout λ ∈ Λ le
bipotentiel bλ est séparable, on dit qu’il est un recouvrement lagrangien convexe b.i.c. (voir la remarque
6.1 dans [15] pour une justification du qualificatif ”lagrangien”). Pour de tels recouvrements, les ensembles
M(bλ) sont cycliquement monotones maximaux pour tout λ ∈ Λ.
Remarque 4.4 En général, les recouvrements convexes par bipotentiels ne sont pas lagrangiens . Dans le
langage de l’analyse convexe, cela signifie que les ensembles M(bλ) ne sont pas supposés être cycliquement
monotones maximaux.
Nous verrons à la section 5 qu’il existe des recouvrements convexes par bipotentiels avec la propriété que
pour tout λ ∈ Λ l’ensemble M(bλ) est cycliquement monotone non maximal. Ils sont construits en utilisant
des bipotentiels bλ obtenus grâce au théorème 3.2. Il est utile de noter que l’on pourra voir un recouvrement
convexe par bipotentiels comme une famille {bλ : λ ∈ Λ}. C’est ce point de vue que nous adopterons par la
suite. Le résultat suivant défini sous quelle condition la notion de recouvrement convexe par bipotentiels est
indépendante du choix du paramètrage [11] .
Proposition 4.5 Soit λ ∈ Λ 7→ bλ ∈ Bp(X,Y ) un recouvrement convexe par bipotentiels et g : Λ → Λ une
application bijective continue ainsi que son inverse. Alors λ ∈ Λ 7→ bg(λ) ∈ Bp(X,Y ) est un recouvrement
convexe par bipotentiels.
Le théorème suivant, démontré dans [11], est le résultat clé. Il généralise le théorème 6.7 de [15].
Théorème 4.6 Soit λ 7→ bλ un recouvrement convexe par bipotentiels du graphe M et b : X × Y → R̄ défini
par
b(x, y) = inf {bλ(x, y) | λ ∈ Λ} . (9)
Alors b est un bipotentiel et M = M(b).
Le résultat est assez étonnant car il est en général très improbable qu’une enveloppe inférieure, même de
fonctions convexes, soit convexe. La propriété (d) de la définition 4.2 est essentielle pour garantir les propriétés
de convexité de b.
Illustrons la méthode par un premier exemple. Nous prenons X = Y = Rn et le produit de dualité est le
produit scalaire usuel dans Rn. Soit la loi ”x et y ont la même direction”, dont le graphe est :
M = {(x, y) ∈ X × Y : ∃α, β ≥ 0 αx = βy} .
On vérifie immédiatement que M est un BB-graphe. Un recouvrement convexe par bipotentiels est [15]
- pour λ ∈ [0,+∞), bλ(x, y) = λ‖x‖+ χB(λ)(y),
- b+∞(x, y) = χ{0}(x) .
où B(λ) est la boule fermée de centre 0 et de rayon λ. Les sous-graphes M(bλ) représentent des lois de
plasticité avec un seuil λ et sont cycliquement monotones maximaux. En vertu du théorème 4.6, le graphe M
admet le bipotentiel
b(x, y) = inf
{
λ‖x‖+ χB(λ)(y) : λ ∈ [0,∞)
}
= inf {λ‖x‖ : λ ≥ ‖y‖} = ‖y‖‖x‖ .
Nous l’avons appelé bipotentiel de Cauchy car l’inégalité fondamentale de ce bipotentiel n’est autre que celle
de Cauchy-Schwarz-Buniakovskii.
5 Application à la loi de contact unilatéral à frottement sec de Coulomb
Cette loi est un exemple typique de loi de comportement non associée. Sa structure mathématique est as-
sez complexe mais mérite que l’on s’y intéresse en raison de son importance dans beaucoup de problèmes
pratiques. Nous ne discuterons pas ici les aspects phénoménologiques et expérimentaux mais seulement la
modélisation par la théorie du bipotentiel. En bref, l’espace X = R3 est celui des vitesses relatives entre deux
corps, et l’espace Y , identifié aussi à R3, est celui des contraintes réactions de contact. La dualité est le produit
scalaire usuel. Nous posons
(xn, xt) ∈ X = R× R2, (yn, yt) ∈ Y = R× R2 ,
où xn est la vitesse d’écartement, xt est la vitesse de glissement, yn est la pression de contact et yt est la
contrainte de frottement. Le coefficient de frottement est µ > 0. Le graphe de la loi de contact unilatéral à
frottement sec de Coulomb est défini comme la réunion de trois ensembles, correspondant respectivement aux
statuts : ’séparation des corps’, ’adhérence’ et ’glissement’.
M = {(x, 0) ∈ X × Y | xn < 0} ∪ {(0, y) ∈ X × Y | ‖ yt ‖≤ µyn}∪ (10)
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∪
{




Il est bien connu que ce graphe n’est pas monotone, ni a fortiori cycliquement monotone. Nous introduisons
le cône de Coulomb
Kµ = {(yn, yt) ∈ Y | ‖ yt ‖≤ µyn} ,
et son cône conjugué
K∗µ = {(xn, xt) ∈ X | µ ‖ xt ‖ +xn ≤ 0} .
En particulier, nous avons
K0 = {(yn, 0) ∈ Y | yn ≥ 0} , K∗0 = {(xn, xt) ∈ X | xn ≤ 0} .
A présent, nous définissons quelques ensembles utiles par la suite. Considérons p > 0 et le disque convexe
fermé obtenu par coupe du cône de Coulomb au niveau yn = p
D(p) =
{
yt ∈ R2 | ‖ yt ‖≤ µp
}
.
Alors, pour chaque valeur de p > 0, nous définissons un ensemble de ’couples d’adhérence’
M (g)p = {(0, (p, yt)) ∈ X × Y | yt ∈ D(p)} ,
et un ensemble de ’couples de glissement’
M (a)p = {((0, xt), (p, yt)) ∈ X × Y | ‖ yt ‖= µp, ∃λ > 0, xt = λyt} .
Ainsi, nous pouvons recouvrir le graphe M par l’ensemble des sous-graphes suivants, paramétrés par p ∈
[0,+∞]
(a) Mp = M
(g)
p ∪M (a)p , p ∈ (0,+∞) ,
(b) M0 = {(x, 0) ∈ X × Y | xn ≤ 0} ,
(c) M+∞ = ∅, par convention.
Tous ces sous-graphes sont cycliquement monotones mais aucun d’entre eux n’est maximal. Construisons par
le théorème de Rockafellar les fonctions associées correspondantes φp et ψp telles que x0 = 0 et φp(0) =
ψp(y0) = 0. Pour p ∈ (0,+∞), Le calcul donne
φp(x) = pxn + µp ‖ xt ‖ , ψp(y) = χD(p)(yt) .
Par transformée de Fenchel, leurs fonctions polaires sont
φ∗p(y) = χ{p}(yn) + χD(p)(yt) , ψ
∗
p(x) = µp ‖ xt ‖ +χ{0}(xn) .
Pour p = 0, nous obtenons
φ0(x) = 0 , ψ0(y) = χK0(y) .
Leurs fonctions polaires sont
φ∗0(y) = χ{0}(y) , ψ
∗
0(x) = χK∗0 (x) .
Pour p fixé, definissons les bipotentiels bi,p, i = 1, 2 par :
b1,p(x, y) = φp(x) + φ∗p(y) ,
b2,p(x, y) = ψ∗p(x) + ψp(y) .
En application du théorème 3.2 nous trouvons que bp = max {b1,p, b2,p} est un bipotentiel. En effet, nous
ne contrôlerons que le point (ii’) par le théorème (3.2) (le point (ii”) est vrai par un calcul similaire). Pour
λ ∈ [0, 1) et p 6= 0 nous avons :
λφp(x) + (1− λ)ψ∗p(x) = χ{0}(xn) + µp ‖ xt ‖
Donc nous avons (
λφp(x) + (1− λ)ψ∗p
)∗ (y) = χD(p)(yt)
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En outre, nous obtenons par calcul
λφ∗p(y) + (1− λ)ψp(y) = χ{p}(yn) + χD(p)(yt)
Si φ∗p(y) < +∞ , ψp(y) < +∞. Alors, en particulier yn = p et nous obtenons (5) comme étant l’égalité 0 = 0.
Les autres cas relatifs à λ = 1 or p = 0 sont traités de la même manière.
Le bipotentiel bp a pour expression :
bp(x, y) = µp ‖ xt ‖ +χD(p)(yt) + χ{p}(yn) + χ{0}(xn), p ∈ (0,+∞) ,
b0(x, y) = χ{0}(y) + χ(−∞,0](xn) .
Il est aisé de contrôler que la fonction p ∈ [0,+∞] 7→ bp est un recouvrement convexe par bipotentiels, donc
par le théorème 4.6 nous obtenons un bipotentiel pour le grapheM . Par des calculs directs, ce bipotentiel défini
par
b(x, y) = inf {bp(x, y) : p ∈ [0,+∞]} ,
a l’expression suivante :
b(x, y) = µyn ‖ xt ‖ +χKµ(y) + χK∗0 (x) .
Nous retrouvons ainsi le bipotentiel précédement donné de manière heuristique dans [3].
6 Conclusion
Pour une loi de comportement donnée par un graphe, nous avons établi un critère simple pour vérifier si
elle admet un bipotentiel. Si un graphe cycliquement monotone n’est pas maximal, nous avons montré qu’il
admet un bipotentiel. Sur cette base, nous avons également proposé une méthode systématique de construction
du bipotentiel au moyen de recouvrements convexes par bipotentiels, lorsque les sous-graphes cycliquement
monotones de ce recouvrement ne sont pas forcément maximaux. Cette méthode nous a permis de traiter la
loi de contact unilatéral à frottement sec de Coulomb. A l’avenir, nous souhaitons développer une théorie
variationnelle des bipotentiels.
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